Modelul compartimental SEIR (Susceptible Exposed Infectious Recovered) pentru
modelarea matematica a modului de raspandire a bolilor in cazul unei epidemii

Continutul prezentarii:

» prezentarea generald a modelului SEIR pentru descrierea dinamicii epidemiilor;

» stabilirea ecuatiilor diferentiale si definirea parametrilor care modeleaza extinderea unei
epidemii Tn populatie;

* rezolvarea sistemului de ecuatii diferentiale liniare cu ajutorul functiei NDSolve din
pachetul informatic Wolfram Mathematica;

* reprezentarea grafica a functiilor solutie a sistemului de ecuatii diferentiale;

1) Introducere

Modelele compartimentale reprezintd o modalitate simpld de modelare matematicd a
raspandirii unei boli infectioase. Ideea de baza a acestor modele consta in impartirea populatiei Tn
compartimente, membrii fiecarui compartiment avand aceeasi caracteristica. Migrarea indivizilor
dintr-un compartiment in altul este descrisa cu ajutorul unor ecuatii diferentiale liniare precum si a
unor parametri caracteristici fiecarei migrari. Desi la baza lor aceste modele sunt complet
deterministe ele pot fi transpuse si In cadru unei analize stocastice mult mai apropiata de realitate
dar si mult mai complicat de analizat.

Modelele compartimentale pot fi folosite pentru a deduce parametri caracteristici raspandirii
unei epidemii, parametrii care ne ajutd sa prezicem numadrul celor infectati precum si durata
epidemiei. De asemenea aceste modele ne ajuta sa intelegem modul in care intreprinderea diferitor
actiuni poate influenta raspandirea unei boli in sensul reducerii numarului celor infectati si a duratei
epidemiei. De exemplu, se poate simula efectul vaccinarii polpulatiei in dinamica epidemiei pentru
a lua decizia cea mai eficienta In vederea opririi raspandirii bolii.

In modelul SEIR populatia totald in numar de N indivizi este impartitd in 4 compartimente.
Numarul indivizilor din fiecare compartiment este descris de o functie de timp. Astfel pentru
modelul SEIR avem:

« indivizi susceptibili, cei care ar putea fi expusi infectiei, descrisi de functia S=S(t) ;
* indivizi expusi, cei care au fost infectati, descrisi de functia E=E(t) ;
« indivizi infectiosi, cei care pot raspandi boala, descrisi de functia I=1I(t) ;
* indivizi recuperati, cei care s-au Tnsanatosit si au dobandit imunitate, descrisi de functia
R=R(t)
In aceasti prezentare ne vom referi la un model SEIR fira a lua in considerare dinamica populatiei
generata de nasteri si decese, astfel in orice moment vom avea satisfacuta urmatoarea ecuatie:

N=S(t)+E(t)+I(t)+R(t) (1.1).

In figura 1 sunt reprezentate cele 4 compartimente corespunzitoare indivizilor susceptibili,
expusi, infectiosi si recuperati. Sagetile descriu modul in care indivizii pot migra dintr-un
compartiment in altul. In cazul n care luim in calcul posibilitatea ca indivizii recuperati si isi
piardd imunitatea dobanditd vorbim despre un nou model si anume modelul SEIRS. In acest caz
migrarea din compartimentul R Tn S este reprezentata prin sageata discontinuda din figura. De



asemenea, dacda se renunta la compartimentul Expusi, adica considerdm ca o persoana odata
infectata devine pasibila de a infecta pe altii, fara a fi necesar sa treaca o anumita perioada de timp,
numitd perioada de incubatie, atunci avem un model simplificat numit SIR.
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Figura 1. Modelul compartimental SEIR. Luand in considerare migrarea din compartimentul
Recuperati iIn compartimentul Susceptibili prin pierderea imunitatii modelul devine SEIRS.

2) Ecuatiile si parametri modelului SEIR

Primul parametru pe care 1l vom defini este rata de infectare sau contaminare notat cu f3.
Acest parametru descrie migrarea indivizilor din compartimentul Susceptibili in compartimentul
Expusi si reprezinta rata de raspandire a bolii, sau altfel spus probabilitatea cu care o persoana
infectioasd, un indifid din comparimentul Infectiosi, poate transmite boala unui individ susceptibil.
Figura 2 descrie mecanismul migrarii indivizilor din starea Susceptibil in starea Expus, mecanism
descris de parametrul probabilistic 3.
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Figura 2. Migrarea indivizilor din compartimentul Susceptibili in Expusi cu probabilitatea S.

Ecuatia diferentiald liniara de ordinul I care descrie variatia in timp a numarului de indivizi din
compartimentul Susceptibili, este:
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In membrul stang al ecuatiei (2.1) avem derivata de ordinul ntai in raport cu timpul a functiei S(t)
care reprezinta numdrul indivizilor din compartimentul Susceptibili la momentul de timp t.
Termenul din membrul drept al ecuatiei (2.1) descrie aceastd prima migrare, din Susceptibili Tn
Expusi. Observam ca aici apare probabilitatea cu care un individ infectios poate transmite boala
unui individ susceptibil 5. Avand in vedere definitia coeficientului probabilistic 3, pentru a obtine
variatia numarului de indivizi din compartimentul Susceptibili intr-un interval de timp infinitezimal
dt, parametru f3 trebuie multiplicat cu I/N si S. Semnul minus aplicat parametrului f3, descrie faptul
ca acest parametru actioneaza in sensul descresterii Tn timp a numarului indivizilor susceptibili care
In urma contamindrii devin indivizi expusi.

Al doilea parametru definit in cadrul modelului SEIR este rata de incubare notata cu o.
Acest parametru descrie migrarea indivizilor din compartimentul Expusi in Infectiosi. Indivizii
care au fost expusi infectiei devin infectiosi, adica pot transmite boala altor indivizi, la finalul
perioadei de incubatie. Durata in zile a perioadei medii de incubatie este egald cu inversul



parametrului o (durata incubarii = 1/0). Figura 3 prezintd mecanismul migrarii din starea de expus
in cea de infectios modelat de parametrul o numit rata de incubare.
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Figura 3. Numarul indivizilor din compartimentul Expusi variazd in timp prin migrarea indivizilor
din compartimentul Susceptibili in Expusi, descrisa de probabilitatea f, precum si prin migrarea
din Expusi In Infectiosi descrisa de rata de incubare o.

Ecuatia diferentiala liniara de ordinul I care descrie variatia in timp a numadrului de indivizi din
compartimentul Expusi, este:
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In membrul stang al ecuatiei avem derivata de ordinul inti in raport cu timpul a functiei E(t) care
reprezintd numarul indivizilor din compartimentul Expusi la momentul de timp t. In membrul drept
al ecuatiei (2.2) regasim termenul din membrul drept al ecuatiei (2.1) dar cu semnul plus. Aceasta
este In acord cu faptul ca indivizii care parasesc compartimentul Susceptibili, facand sa scada
numarul celor susceptibili, se vor regasi In compartimentul Expusi, facand sa creascd numarul celor
expusi. Pe langa termenul parametrului 8, Tn membrul drept al ecuatiei mai avem si termenul
parametrului o care descrie migrarea din compartimentul Expusi in Infectiosi. Acest termen, oE,
apare cu semnul minus deoarece descrie o scadere a numadrului de indivizi din compartimentul
Expusi.

Al treilea parametru definit Tn cadrul modelului SEIR, descrie migrarea intre
compartimentele Infectiosi si Recuperati, se noteaza cu y si reprezinta rata de recuperare. Acest
parametru este egal cu inversul duratei de recuperare, adica timpul mediu exprimat in zile de la
intrarea indivizilor in starea de infectios sau molipsitor pana la recuperare sau vindecare (durata
recuperdrii = 1/ y). Figura 4 prezinta modul in care variaza numarul indivizilor din compartimentul
Infectiosi prin migrarea din starea expus in starea infectios, descrisa de parametrul o, si din starea
infectios In starea recuperat descrisa de parametrul y.

. 0 Y

Figura 4. Variatia in timp a numarul indivizilor din compartimentul Infectiosi este determinata de
migrarea indivizilor din compartimentul Expusi In Infectiosi, descrisa de parametrul o, precum si
de migrarea din Infectiosi In Recuperati descrisa de parametrul y.

Ecuatia diferentiald liniara de ordinul I care descrie variatia in timp a numarului de indivizi din
compartimentul Infectiosi, este:
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In membrul stang al ecuatiei avem derivata de ordinul intai in raport cu timpul a functiei I(t) care
reprezinti numarul indivizilor din compartimentul Infectiosi la momentul de timp t. In membrul
drept al ecuatiei (2.3) regasim termenul parametrului ¢ din ecuatia (2.2) dar cu semn schimbat,
deoarece indivizii care parasesc compartimentul Expusi, la finalul perioadei de incubatie, se vor
regdsi In compartimentul Infectiosi. Tot In membrul drept al ecuatiei avem termenul parametrului y,
care descrie modul In care indivizii migreazd din starea infectios In cea de recuperati la finalul
perioadei de recuperare. Acest termen -yl apare cu semnul minus in ecuatia (2.3) deoarece exprima
scdderea numarului de indivizi din compartimentul Infectiosi.

Figura 5 prezintd modul in care variaza numarul indivizilor Tn compartimentul Recuperati
prin migrarea din starea de infectios in cea de recuperat, migrare modelata de parametrul y, rata de
recuperare.
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Figura 5. Migrarea Intre compartimentele Infectiosi si Recuperati modelata de parametrul y.

Ecuatia diferentiala liniara de ordinul I care descrie variatia in timp a numadrului de indivizi din
compartimentul Recuperati, este:
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In membrul stang al ecuatiei avem derivata de ordinul inti in raport cu timpul a functiei R(t) care
reprezintd numdrul indivizilor din compartimentul Recuperati la momentul de timp t. in membrul
drept al ecuatiei (2.4) gasim termenul parametrului y care in comparatie cu membrul drept al
ecuatiei (2.3) apare cu semnul plus, deoarece acest termen, yI, exprima migrarea indivizilor din
compartimentul Infectiosi in Recuperati.

Ecuatiile diferentiale de la (2.1) la (2.4) prezentate anterior formeaza sistemul de ecuatii
diferentiale liniare de gradul I al modelului SEIR pentru descrierea evolutiei Tn timp a unei
epidemii.

In cazul in care consideram ci unii indivizi recuperati isi pot pierde in timp imunitatea, adica
avem o migrare din compartimentul Recuperati in Susceptibili, atunci modelul SEIR se va
transforma Tn modelul SEIRS. Pentru a descrie migrarea din starea recuperat in starea susceptibil
introducem un nou parametru notat cu ¢, care reprezinta rata de pierdere a imunitdtii. Durata medie,
exprimatd In zile, Tn care indivizii recuperati isi pierd imunitatea este egala cu inversul ratei

pierderii imunitatii (durata pierderii imunitdtii = 1/§). Figura 6 descrie migrarea intre
compartimentele Recuperati si Susceptibili descrisa de parametrul &.
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Figura 6. Migrarea din Recuperati in Susceptibili descrisa de parametrul &, in modelul SEIRS.



In modelul SEIRS ecuatiile (2.1) si (2.4) se transforma In ecuatiile (2.1’) respectiv (2.4’) dupd cum
urmeaza:
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Observam ca Tn membrul drept al ecuatiilor (1°) si (4’) aferente modelului SEIRS apare termenul
parametrului . Acest termen, &R, are semnul plus in ecuatia (1°) si semnul minus in ecuatia(4’)
deoarece migratia Tn urma pierderii imunitdtii duce la cresterea numarului indivizilor susceptibili si
la scaderea numadrului indivizilor recuperati. Figura 7 prezintd schema generalda a migrarii ntre
compartimente pentru modelel SEIR si SEIRS, precum si parametrii ce descriu cele doua modele.
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Figura 7. Modelele compartimentale SEIR si SEIRS Tmpreund cu parametrii care descriu migrarea
intre compartimente.
3) Rezolvare sistemului de ecuatii diferentiale liniare de gradul I pentru modelul SEIRS

Dupa cum am ardtat n sectiunea anterioara ecuatiile diferentiale liniare de ordinul I care
descriu modelul SEIRS pentru dinamica unei epidemii sunt urmatoarele:
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unde S, E, I si R sunt functii de timp ce descriu numarul de indivizi din compartimentele
Susceptibili, Expusi, Infectiosi si respectiv Recuperati, la un anumit moment. Parametrii B, o, y si
& au semnificatia descrisa in sectiunea anterioard. Pe langa ecuatiile de la (3.1) la (3.4) functiile S,
E, I si R mai satisfac si urmdtoarea ecuatie:

N(t)=S(t)+E(t)+I(t)+R(t)  (3.5)

unde N(t) este functia ce descrie numarul total de indivizi din polulatia considerata. In cazul de fati
consideram un model SEIRS fara a tine cont de nasteri si decese, asadar numarul total de indivizi
din polulatia considerata ramane constant, egal cu numarul de indivizi la momentul =0, notat cu Np.
Faptul de a neglija influenta nasterilor si a deceselor asupra numarului total de indivizi nu afecteaza
in mod semnificativ dinamica raspandirii epidemiei. Constanta in timp a numadrului de indivizi



rezultd si din ecuatiile de la (3.1) la (3.4), dacd sumdm aceste ecuatii observam ca termenii din
membrul stang se reduc reciproc si obtinem:
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asadar numarul total de indivizi este constant Tn timp. Daca notam cu N, numarul total de indivizi
din populatia consideratd, pentru functiile de timp ce descriu numarul de indivizi din fiecare
compartiment vom impune urmitoarele conditii initiale la momentul t=0: S(0)=N,—1 ,

E(0)=1 , I(0)=0 , R(0)=0 . In momentul declansirii epidemiei avem un singur individ
infectat deci E(0)=1 , pentru a satisface ecuatia (3.5) avem S(0)=N,—1 iar In restul
compartimentelor nu avem niciun individ.

Sistemul de patru ecuatii diferentiale liniare de ordinul I format din ecuatiile de la (3.1) la
(3.4) impreunad cu conditiile initiale mentionate Tn paragraful anterior, poate fi rezolvat atat analitic
cat si prin metode n umerice. In continuare vom folosi functia NDSolve din pachetul informatic
Wolfram Mathematica pentru a rezolva numeric sistemul de ecuatii pentru modelul SEIRS.

Functia NDSolve se apeleaza sub forma:

NDSolve[{eql,eq2,f3,...,eqN},{f1,f2,£3,...,fN},{t,0,T}]

observam ca Tn apelul functiei NDSolve apar doua liste NDSolve[lista_ecuatii,lista_functii, {t,T}].
Prima lista contine ecuatiile diferentiale ce alcatuiesc sistemul care trebuie rezolvat impreuna cu
conditiile initiale. Tn aceastd listd vom pune ecuatiile de la (3.1) la (3.4) si conditiile initiale pentru
functiile S, E, I si R. A doua lista contine functiile care apar ca necunoscute ale sistemului de ecuatii
diferentiale, adica functiile S, E, I si R. La finalul apelului functiei NDSolve intre acolade, {t,T},
este precizatd variabila functiilor care apar in ecuatiile sistemului, Tn cazul nostru timpul notat cu t,
precum si limita superioara a intervalului pe care se va rezolva sistemul notatd cu T, limita
inferioara fiind implicit 0.

Figura 8 prezintd liniile de cod care implementeaza rezolvarea sistemului de ecuatii
diferentiale corespunzator modelului SEIRS intrun proiect demonstrativ Wolfram Mathematica.
Functia Manipulate, al carei apel se observa in codul din figura 8, este implementata Tn mod implicit
intrun proiect demonstrativ Wolfram Mathematica. Acesta functie permite atribuirea de valori, prin
intermediul unei interfete grafice, pentru un numadr oarecare de parametrii si evaluarea mai multor
expresii ce depind de acesti parametri. In cazul nostru parametrii ale ciror valori se cer atribuite de
utilizator sunt parametrii modelului SEIRS: 3, o, y si &, definiti in sectiunea anterioara, precum si
numarul total de indivizi, Ny, si durata in timp, T, pentru care se va analiza dinamica evolutiei
epidemiei. Liniile de cod care definesc introducerea acestor parametrii se regdasesc in sectiunea
marcata prin comentariul (*input parameters*) la finalul apelului functiei Manipulate. Observam ca
nu atribuim direct o valoare parametrilor o si y, ci specificam perioada de incubatie respectiv durata
infectiei. Valorile parametrilor o si y sunt atribuite prin evaluarea expresiilor din sectiunea de la
inceputul apelului functiei Manipulate, marcata cu comentariul (*assign parameters*). Prin aceasta
evaluare parametrii o si y primesc ca valoare inversul perioadei de incubatie respectiv a duratei
infectiei, conform definitiei lor din sectiunea anterioard. In sectiunea marcati prin comentariul
(*define compartments*) sunt definite functiile de timp care descriu evolutia Tn timp a numarului de
indivizi din fiecare compartiment precum si totalul lor. Aceste functii sunt cuprinse prin
concatenare, folosind functia Concatenate, in lista Comp care va fi trimisa ca argument functiei
NDSolve. In sectiunea marcati prin comentariul (*define equations*) sunt definite ecuatiile
diferentiale ale modelului SEIRS si valorile initiale pentru functiile de timp ce caracterizeaza
populatia totald precum si cea din fiecare compartiment. Ecuatiile Tmpreuna cu conditiile initiale



sunt concatenate in lista DynEqs care va folositd ca argument pentru functia NDSolve. In sectiunea
marcata prin comentariul (*solve equations*) este apelata functia NDSolve care primeste ca
parametrii lista cu ecuatiile ce trebuie rezolvate, DynEgs, lista cu functiile cautate, Comp, variabila
de definitie a functiilor, t si momentul de timp ce reprezinta limita superioara a intervalului de
definitie a functiilor solutie, T.

Manipulate[

(»assign parametersw)
o=1/dE;

¥v=1/4I;

(»define compartmentss=)

CompN = {Mt[t]}; (#total populationw)

CompS = {St[t]}; (#susceptible populations)

CompE = {Et[t]}; (#exposed populations)

CompI = {It[t]}; (#infectious populations)

CompR = {Rt[t]}; (*recovered populations)

Comp = Catenate [ {CompN, CompS, CompE, CompIl, CompR}];

(»define equations=)
DynEgN = {Nt[t] = 8t[t] + Et[t] + It[t] + Rt[t], Nt[0] = HO}; (+«totals)
DynEgS = {St '[t] = -8 (It[t] /Nt[t]) St[t] + ERt[t],
St[0] == Nt[0] -Et[0] - It[0] -Rt[0]}; (#susceptiblex)
DYynEqQE = {Et ' [t] = 8 (It[t] /Nt[t]) St[t] - oEt[t], Et[0] == 1}; (+»exposeds)
DynEqI = {It'[t] == ocBt[t] - vy It[t], It[0] == 0}; (»infectiousx)
DynEqR = {Rt ' [t] == ¥ It[t] - ERt[t], Rt[0] = 0}; («recovereds)
DynEgs = Catenate[ {DynEgN, DynEgS, DynEqE, DynEqI, DynEqR}];

(#solve equationss)
Sol = NDSolve [DynEgs, Comp, {t, T}];

{(»plot graphs=)
GraphS = St[t] /NO /. Sol;
GraphE = Et[t] /NO /. Sol;
GraphI = It[t] /NO /. Bol;
GraphR = RE[t] /NO /. Sol;
GraphSEIR = {GraphS, GraphE, Graphl, GraphR};
GraphSEIRLegend = {Susceptible, Exposed, Infectious, Recovered};
Plot [GraphSEIR, {t, 0, T}, PlotLegends -+ GraphSEIRLegend,
Frame -+ True,
Framelabel -+ {"Time (Days)", "Population (compartment / total)"},
FrameStyle »+ Directive[Black, 12], ImageSize -+ Medium],

(*input parameters)

{{N¥0, 1000, "Total Population"}, 100, 1000000000, 100},
{{T, 90, "Simulation time (days)"}, 30, 1080, 30},

{{B, 3, "Rate of spread (probability)"}, 0, 10, 0.1},
{{dE, 8, "Duration of incubation (days)"}, 1, 21, 0.1},
{{dI, 3, "Duration of infection (days)"}, 1, 21, 0.1},
{{&, 0, "Rate of losing imunity"}, 0, 1, 0.05}

]

Figura 8. Liniile de cod care implementeaza rezolvarea numerica a sistemului de ecuatii
diferentiale liniare de ordinul I pentru modelul SEIRS de modelare a dinamicii unei epidemii.



In urma evaluarii urmitoarei linii de cod:
Sol = NDSolve[DynEqs, Comp, {t, T}];

n variabila Sel vom avea functiile solutii ale sistemului de ecuatii definit prin variabila DynEgs.

4) Reprezentarea grafica a functiilor modelului compartimental SEIRS

Sectiunea de cod marcatd prin comentariul (*plot graphs*) in figura 8, contine instructiunile
pentru reprezentarea grafica a functiilor solutie a sistemului de ecuatii diferentiale corespunzator
modelului SEIRS. Mai intai functiile care descriu numdrul de indivizi din compartimentele
modelului SEIRS sunt extrase din solutia sistemului, Sel, obtinuta cu ajutorul functiei NDSolve.
Apoi ele sunt concatenate n lista GraphSEIR care este transmisa ca argument functiei Plot care
realizeaza reprezentarea grafica a acestor functii. Figura 9 prezinta interfata utilizator si graficul
functiilor ce descriu modelul SEIRS, implementata ca proiect demonstrativ Wolfram Mathgematica
folosind codul din figura 8.
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Figura 9. Interfata utilizator realizata cu ajutorul codului din figura 8 n cadrul unui proiect
demonstrativ Wolfram Mathematica pentru modelul SEIRS.

In partea de sus a figurii 9 observim controalele care permit setarea parametrilor modelului
SEIRS pentru modelarea unei epidemii. Populatia totalda N,=1000 de persoane, durata simularii
T=90 de zile, rata de raspandire a bolii =3, durata de incubatie 8 zile (0=1/8), durata medie a
infectiei 3 zile (y=1/3) si rata de pierdere a imunititii £&=0. In partea de jos a figurii 9 avem
reprezentarea graficd a functiilor solutie a sistemului de ecuatii diferentiale corespunzator modelului



SEIRS pentru parametrii setati cu ajutorul controalelor din sectiunea superioara a interfetei
utilizator. Functiile corespunzatoare numarului de indivizi din fiecare compartiment sunt normate la
numadrul total de indivizi. La fiecare modificare a valorii unui parametru se recalculeaza dinamic
solutiile sistemului de ecuatii si sunt reprezentate grafic functiile rezultate.
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https://reference.wolfram.com/language/ref/NDSolve.html
https://reference.wolfram.com/language/howto/PlotTheResultsOfNDSolve.html
https://reference.wolfram.com/language/tutorial/IntroductionToManipulate.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Wolfram_Demonstrations_Project
https://en.wikipedia.org/wiki/Compartmental_models_in_epidemiology#The_SIR_model
https://www.maa.org/press/periodicals/loci/joma/the-sir-model-for-spread-of-disease

